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THE CONCEPT AND PROPERTIES OF QUASI-RIGID C0-SEMIGROUPS

MANSOOREH MOOSAPOOR

Abstract. In this paper, quasi-rigid C0-semigroups are introduced and their properties are inves-

tigated. Also, some sufficient conditions for quasi-rigidity are stated. It is proved that quasi-rigid

C0-semigroups are recurrent. It is stated that if a C0-semigroup contains a quasi-rigid operator, then

it is quasi-rigid. The concept of topologically quasi-rigid C0-semigroups is introduced. It is proved

that topologically quasi-rigidity and quasi-rigidity are equivalent. The direct sum of quasi-rigid C0-

semigroups is investigated. It is demonstrated that a C0-semigroup is quasi-rigid if and only if the

direct sum of the C0-semigroup with itself is quasi-rigid. Moreover, the finite direct sum of a quasi-

rigid operator with itself is recurrent. So, quasi-rigidity with respect to the recurrency is similar to the

weakly-mixing with respect to the hypercyclicity.

1. Introduction

Let X be a Banach space. An operator T on X is called topologically transitive if for every non-

empty open sets U and V of X, there exists a natural number n such that Tn(U) ∩ V ̸= ϕ and it

is called recurrent if for any non-empty open subset U of X, there exists a natural number n such

that Tn(U) ∩ U ̸= ϕ [7]. If there exists x ∈ X such that orb(T, x) = {x, Tx, T 2x, . . .} is dense in X,

then T is called hypercyclic. On separable Banach spaces hypercyclicity and toplogical transitivity
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are equivalent [10]. Also, an operator T on X is called rigid with respect to increasing sequence (nk)

of natural numbers if Tnkx → x for any x ∈ X [8].

The concept of quasi-rigid operators is recently introduced in [9]. An operator T on X is called

quasi-rigid with respect to increasing sequence (nk) of natural numbers if there exists a dense subset

M of X such that Tnkx → x, for any m ∈ M .

A family (Tt)t≥0 of operators on X is called a C0-semigroup on X if T0 = I and for every x ∈ X

and t, s ≥ 0,

Tt+s = TtTs and lims→tTsx = Ttx.

A C0-semigroup (Tt)t≥0 on X is named topologically transitive if for every non-empty open sets U

and V of X, there exists a real number t > 0 such that Tt(U) ∩ V ̸= ϕ and it is named hypercyclic if

there exists x ∈ X such that orb((Tt)t≥0, x) = {x, Tx, T 2x, . . .} is dense in X [4]. These two concepts

are equivalent on separable Banach spaces [10].

The direct sum of two Banach spaces is defined by X ⊕ Y = {x ⊕ y : x ∈ X and y ∈ Y }. A

C0-semigroup (Tt)t≥0 on X is called weakly-mixing if (Tt ⊕ Tt)t≥0 is hypercyclic on X ⊕X [10].

Also, a C0-semigroup (Tt)t≥0 on X is called recurrent if for every non-empty open subset U of X,

there exists a real number t > 0 such that Tt(U)∩U ̸= ϕ [13]. Also, (Tt)t≥0 is called rigid if there exists

an increasing sequence (tk) of positive real numbers such that limk→∞tk = ∞ and limk→∞Ttkx = x

for every x ∈ X [8].

In this paper, quasi-rigid C0-semigroups are introduced and their properties are investigated. Also,

the direct sum of these C0-semigroups and their relations with the recurrent C0-semigroups are inves-

tigated.

2. Main Results

Definition 2.1. Assume (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on a Banach space X and assume (tk) is an

increasing sequence of positive real numbers such that limk→∞tk = ∞. Then (Tt)t≥0 is called quasi-

rigid with respect to (tk), if there exists a dense subset Y of X such that for every x ∈ Y , Ttkx → x.

Two examples are presented in the following.

Example 2.2. Let a ∈ R. Assume (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on C such that Tt = eiatI for any t ≥ 0.

Then by [8, Remark 2.7], (Tt)t≥0 is rigid and so, it is quasi-rigid.

Example 2.3. Suppose (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on C such that Tt = λtI for any t ≥ 0 with this

property that for any t, s ≥ 0, λsλt = λt+s and |λ| = 1. Hence, (Tt)t≥0 is quasi-rigid; since for every

x ∈ C and for every increasing sequence (tk), of positive real numbers such that limk→∞tk = ∞,

Ttkx = λtkx → x.
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The following lemma shows that the set of quasi-rigid C0-semigroups is a subset of the set of

recurrent C0-semigroups.

Lemma 2.4. If (Tt)t≥0 is a quasi-rigid C0-semigroup, then it is recurrent.

Theorem 2.5. For a C0-semigroup (Tt)t≥0 on a Banach space X, if (Ts is quasi-rigid for some s > 0,

then (Tt)t≥0 is quasi-rigid.

Corollary 2.6. Assume (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on a Banach space X. If there exists s > 0 such

that Ts is power bounded and

X = lin{x ∈ X|Tx = λx; for a scalar λ ∈ C with |λ| = 1},

then (Tt)t≥0 is quasi-rigid.

Two C0-semigroup (Tt)t≥0 on a Banach space X and (St)t≥0 on a Banach space Y are called

quasiconjugate if there exists an operatr ϕ : X → Y with dense range such that St ◦ϕ = ϕ ◦Tt for any

t ≥ 0 [10, Definition 7.11].

Theorem 2.7. Assume (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on a Banach space X and assume (St)t≥0 is a

C0-semigroup on a Banach space Y . If (Tt)t≥0 and (St)t≥0 are quasiconjugate, then quasi-rigidity of

(Tt)t≥0 implies that (St)t≥0 is quasi-rigid.

Definition 2.8. Assume (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on a Banach space X and assume (tk) is an

increasing sequence of positive real numbers such that limk→∞tk = ∞. Then (Tt)t≥0 is called topolog-

ically quasi-rigid with respect to (tk) if for every non-empty open subset U of X, there exists kU > 0

such that Ttk(U) ∩ U ̸= ϕ for any k ≥ kU .

Theorem 2.9. Assume (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on a Banach space X and assume (tk) is an

increasing sequence of positive real numbers. Then the following are equivalent:

(i) (Tt)t≥0 is quasi-rigid with respect to (tk).

(ii) (Tt)t≥0 is topologically quasi-rigid with respect to (tk).

Theorem 2.10. Assume (St)t≥0 is a C0-semigroup on a Banach space X and assume (Tt)t≥0 is a

C0-semigroup on a Banach space Y . Then if (St ⊕ Tt)t≥0 is quasi-rigid on X ⊕ Y , then (St)t≥0 is

quasi-rigid on X and (Tt)t≥0 is quasi-rigid on Y .

Corollary 2.11. Suppose (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on a Banach space X. If (Tt ⊕ Tt)t≥0 is a

quasi-rigid C0-semigroup, then (Tt)t≥0 is quasi-rigid. Especially, (Tt)t≥0 is recurrent.

Theorem 2.12. If (Tt)t≥0 is a quasi-rigid C0-semigroup on X, then (Tt ⊕ Tt)t≥0 is quasi-rigid.

Especially, (Tt ⊕ Tt)t≥0 is recurrent.
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By Corollary 2.11 and Theorem 2.12, the consequence result is stated.

Corollary 2.13. Suppose (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on a Banach space X. Then (Tt)t≥0 is quasi-rigid

if and only if (Tt ⊕ Tt)t≥0 is quasi-rigid.

Theorem 2.14. Assume (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on a Banach space X and assume (St)t≥0 is a

C0-semigroup on a Banach space Y . Suppose (tk) is an increasing sequence of positive real numbers

such that limk→∞tk = ∞. If (Tt)t≥0 and (St)t≥0 are quasi-rigid with respect to (tk), then (Tt ⊕ St)t≥0

is quasi-rigid with respect to (tk). Especially, (Tt)t≥0 and (St)t≥0 are recurrent.

Theorem 2.15. Assume (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on a Banach space X. Then the following are

equivalent:

(i) (Tt)t≥0 is quasi-rigid with respect to (tk).

(ii) (Tt ⊕ Tt)t≥0 is recurrent.

(iii) (Tt ⊕ Tt ⊕ · · · ⊕ Tt)t≥0 is recurrent.

Using Theorem 2.9 and Theorem 2.15, lead to the following corollary.

Corollary 2.16. Assume (Tt)t≥0 is a C0-semigroup on a Banach space X. Then the following are

equivalent:

(i) (Tt)t≥0 is quasi-rigid with respect to (tk).

(ii) (Tt)t≥0 is topologically quasi-rigid with respect to (tk).

(iii) (Tt ⊕ Tt ⊕ · · · ⊕ Tt)t≥0 is recurrent.

3. Conclusions

The concept of the quasi-rigidity for C0-semigroups is a generalization of the concept of rigidity for

C0-semigroups. As it is proved in this paper, this concept is equivalent to the concept of topologically

quasi-rigid.

Quasi-rigid C0-semigroups are recurrent. Also, the finite direct sum of a quasi-rigid C0-semigroup

with itself is recurrent. Quasi-rigidity with respect to recurrency is similar to weakly-mixing with

respect to hypercyclicity. Moreover, it is proved that if the direct sum of two C0-semigroups is quasi-

rigid, then any of them is quasi-rigid and under some conditions the converse is true. Consequently,

a C0-semigroup is quasi-rigid if and only if the direct sum of it to itself is quasi-rigid.
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محکم شبه C۰‑نیم گروه های ویژگی های و مفهوم

 

 

موسی پور منصوره

آن ها خواص همچنین می شود. بیان آنها از مثال هایی و گردد می معرفی محکم شبه C۰‑نیم گروه های مفهوم مقاله، این در چکیده.
شبه C۰‑نیم گروه های که می شود ثابت می گردد. ارائه C۰‑نیم گروه یک بودن محکم شبه برای کافی و لازم شرط چند و می شود بررسی
توپولوژیکی به طور مفهوم است. محکم شبه نیز خود باشد، محکم شبه عملگر یک شامل C۰‑نیم گروه یک اگر و هستند بازگشتی محکم،
محکم شبه توپولوژیکی به طور اگر تنها و اگر است محکم شبه C۰‑نیم گروه ، یک که می شود ثابت و می شود معرفی بودن محکم شبه
شبه C۰‑نیم گروه ، دو مستقیم جمع اگر می شود داده نشان می گیرد. قرار مطالعه مورد محکم شبه C۰‑نیم گروه های مستقیم جمع باشد.
آن مستقیم جمع اگر تنها و اگر است محکم شبه C۰‑نیم گروه یک که می شود ثابت است. محکم شبه آن ها از هرکدام آن گاه باشد، محکم
خودش، با آن از متناهی تعداد هر مستقیم جمع باشد، محکم شبه C۰‑نیم گروهی اگر می شود ثابت به علاوه، باشد. محکم شبه خودش با
بودن ابردوری با مقایسه در بودن آمیخته ضعیف به طور همانند بودن بازگشتی با مقایسه در بودن محکم شبه بنابراین است. بازگشتی

است.

مقدمه .۱

مفاهیم پویا، های سامانه در باناخ فضای یک روی T کراندار و خطی عملگر برای باشد. ۱ باناخ فضای یک X کنیم فرض
T کراندار و خطی عملگر است. شده تعریف بودن ۴ ابردوری و بودن ۳ بازگشتی و بودن ۲ توپولوژیک ترایای مانند گوناگونی
باشد داشته وجود n طبیعی عدد ،X از V و U ناتهی و باز مجموعه دو هر ازای به هرگاه می نامیم، توپولوژیک ترایای را X روی
وجود n طبیعی عدد ،X از U باز زیرمجموعه هر برای اگر می نامیم؛ بازگشتی را T همچنین .[۳] Tn(U)∩ V ̸= ϕ به قسمی که

.[۷] Tn(U) ∩ U ̸= ϕ به قسمی که باشد داشته
به قسمی که باشد داشته وجود x ∈ X بردار اگر می نامیم ابردوری را X روی T کران دار و خطی عملگر

orb(T, x) = {x, Tx, T ۲x, s, T nx, . . .}

کتاب های در است. معادل بودن ابردوری مفهوم با بودن، توپولوژیک ترایای مفهوم باناخ، فضاهای روی .[۱۰] باشد چگال X در
از جدیدی دسته نیز [۱] در است. گرفته قرار بررسی مورد تفصیل به آن با مرتبط قضایای و بودن ابردوری مفهوم ،[۳] و [۱۰]

است. شده بیان آن برای معادل شرط چند و است شده تعریف ۵ زبر‑بازگشتی عملگرهای نام به عملگرها

مستقیم. جمع بازگشتی، نیم گروه های محکم، نیم گروه های محکم، شبه نیم گروه های کلیدی: کلمات و عبارات
پژوهشی مقاله: نوع

عبدالهی علیرضا رابط: دبیرتخصصی
۱۴۰۳/۰۹/۰۴ آنلاین: انتشار تاریخ ۱۴۰۳/۰۱/۲۵ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۰۷/۱۱ دریافت: تاریخ

.۱۱۴ –۱۰۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ۹ جامعه، و ریاضی نشریه ، محکم شبه C۰‑نیم گروه های ویژگی های و مفهوم موسی پور، م. مقاله: به ارجاع
. http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.139342.1611
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۱۱۴ −۱۰۱ (۱۴۰۳) ۳ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه ، محکم شبه C۰‑نیم گروه های ویژگی های و مفهوم

می گردد. پیشنهاد [۵] و [۲] منابع شده، گفته موضوعات از تاریخچه ای دیدن برای
اعداد از (nk) صعودی دنباله به نسبت را X روی T کراندار و خطی عملگر شده اند. معرفی [۸] در نیز ۶ محکم عملگرهای
یک بودن محکم برای کافی شرط چند [۸] در همچنین .Tnkx → x باشیم داشته x ∈ X هر برای اگر می گوییم محکم طبیعی،

است. شده بیان عملگر
صعودی دنباله به نسبت را X روی T کراندار و خطی عملگر است. شده معرفی [۹] در تازگی به ۷ بودن محکم شبه مفهوم
m ∈ M هر برای که به قسمی باشد موجود M مانند X از چگال مجموعه ای اگر می گوییم، محکم شبه طبیعی اعداد از (nk)

نموده اند. ارائه را بودن محکم شبه با معادل شرط چندین [۹] در نویسندگان .Tnkm → m باشیم داشته
و خطی عملگرهای از (Tt)t≥۰ خانواده هستند. ۸ C۰‑نیم گروه ها پویا، های سامانه نظریه در توجه مورد ساختارهای از یکی

باشیم داشته x ∈ X هر و s, t ≥ ۰ هر برای و T۰ = I اگر می نامیم C۰‑نیم گروه یک را X باناخ فضای روی کراندار

Tt+s = TtTs و lim
s→t

Tsx = Ttx.

مثبت و حقیقی عدد ،X از V و U ناتهی و باز دومجموعه هر برای اگر می نامیم توپولوژیک ترایای را (Tt)t≥۰ C۰‑نیم گروه

به قسمی که باشد داشته وجود t > ۰ حقیقی عدد اگر می نامیم بازگشتی آن را و Tt(U) ∩ V ̸= ϕ به قسمی که باشد داشته وجود t

.[۱۳] Tt(U) ∩ U ̸= ϕ

.[۴] باشد چگال X در {Ttx : t ≥ ۰} به قسمی که باشد موجود x ∈ X اگر می نامیم ابردوری را (Tt)t≥۰ C۰‑نیم گروه

ثابت [۶] در است. بودن ابردوری مفهوم با معادل X باناخ فضای یک روی C۰‑نیم گروه یک بودن توپولوژیک ترایای مفهوم
روی (Tt)t≥۰ C۰‑نیم گروه همچنین هستند. ابردوری آن عملگرهای از هرکدام باشد، ابردوری C۰‑نیم گروهی اگر که است شده
برای به قسمی که باشد موجود t۰ ≥ ۰ عدد X از V و U ناتهی و باز مجموعه دو هر برای اگر می نامیم آمیخته را X باناخ فضای
توصیه C۰‑نیم گروه ها ویژگی های درباره جزئی تر مطالب برای نیز [۱۴] منبع .[۱۰] Tt(U) ∩ V ̸= ϕ باشیم داشته t ≥ t۰ هر

می شود.
به صورت آن ها ۹ مستقیم جمع باشند، باناخ فضای دو Y و X اگر

X ⊕ Y = {x⊕ y : x ∈ X و y ∈ Y }

(Tt⊕Tt)t≥۰ یعنی خودش، با C۰‑نیم گروه یک مستقیم جمع اگر است ۱۰ آمیخته ضعیف به طور (Tt)t≥۰ می گوییم می شود. تعریف
.[۱۰] باشد ابردوری می شود، تعریف (Tt ⊕ Tt)(x⊕ y) = Ttx⊕ Tty به صورت x⊕ y ∈ X ⊕X هر برای که

آن مستقیم جمع آن گاه باشد، آمیخته ضعیف به طور (Tt)t≥۰ اگر می کند بیان نیم گروه ها برای ۱۱ بودن ابردوری معروف اصل
با آشنایی برای نیز [۱۲] و [۱۱] منابع .[۱۰] است ابردوری ،(Tt ⊕ Tt ⊕ · · · ⊕ Tt)t≥۰ یعنی متناهی، تعداد هر به خودش با

است. مفید C۰‑نیم گروه ها از جدیدی دسته های
فضای روی (Tt)t≥۰ C۰‑نیم گروه است. شده داده تعمیم نیز نیم گروه ها برای [۸] در عملگرها برای بودن محکم ایده همچنین
و limk→∞ tk = ∞ به قسمی که باشد داشته وجود مثبت حقیقی اعداد از (tk) صعودی دنباله اگر می نامیم محکم را X باناخ
قرار بررسی مورد آن ویژگی های و شده آورده نوع این از مثال هایی [۸] در .limk→∞ Ttkx = x باشیم داشته x ∈ X هر برای

است. گرفته
به و می کنیم معرفی را محکم شبه C۰‑نیم گروه های محکم، شبه عملگرهای تعریف از گرفتن ایده با مقاله، این دوم بخش در
محکم شبه می کنیم ثابت همچنین هستند. بازگشتی محکم، شبه C۰‑نیم گروه های می دهیم نشان می پردازیم. آن ویژگی های بررسی

6rigid operators 7quasi-rigid operators 8C0-semigroups 9direct sum 10weakly-mixing 11Hypercyclicity Criterion
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و می کنیم تعریف را محکم شبه توپولوژیکی به طور C۰‑نیم گروه های بخش این در می شود. حفظ ۱۲ بودن مزدوج شبه تحت بودن
معادلند. هم با بودن محکم شبه و بودن محکم شبه توپولوژیکی به طور که می دهیم نشان

دو مستقیم جمع اگر که می دهیم نشان می پردازیم. مـحـکم شـبه C۰‑نـیم گروه های مسـتـقـیم جـمع به بررسی سوم، بـخـش در
متناهی تعداد هر مستقیم جمع که می دهیم نشان به علاوه، است. محکم شبه آن ها از هرکدام آن گاه باشد، محکم شبه C۰‑نیم گروه ،

است. بازگشتی خودش، با محکم شبه C۰‑نیم گروه  یک از

اصلی نتایج .۲

می کنیم. آغاز محکم شبه C۰‑نیم گروه های تعریف با را بخش این

باشد مثبت حقیقی اعداد از صعودی دنباله یک (tk) و X باناخ فضای روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض .۱ .۲ تعریف
از Y چگال زیر مجموعه هرگاه است محکم شبه (tk) به نسبت (Tt)t≥۰ C۰‑نیم گروه می گوییم .limk→∞ tk = ∞ به قسمی که

.Ttkx → x باشیم داشته x ∈ Y هر برای به قسمی که باشد داشته وجود X

هست. نیز محکم شبه C۰‑نیم گروهی محکم، C۰‑نیم گروه هر که می شود نتیجه ۱ .۲ تعریف از

که باشد C مختلط اعداد فضای روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض می گیریم. نظر در را a ∈ R حقیقی عدد .۲ .۲ مثال
شبه نتیجه در و محکم (Tt)t≥۰ ،[۸] از ۷.۲ توجه به بنا این صورت در باشد. شده تعریف Tt = eiatI ضابطه با t ≥ ۰ هر برای

است. محکم

Tt = λtI ضابطه با t ≥ ۰ هر برای که باشد C ۱۳ مختلط اعداد فضای روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض .۳ .۲ مثال
شبه (Tt)t≥۰ صورت این در .λtλs = λt+s و |λt| = ۱ باشیم داشته s ≥ ۰ و t ≥ ۰ هر برای به قسمی که باشد شده تعریف

داریم، limk→∞ tk = ∞ که مثبت حقیقی اعداد از (tk) صعودی دنباله هر و x ∈ C هر برای چون است محکم

Ttkx = λtkx → x.

است. بازگشتی C۰‑نیم گروه های مجموعه از زیرمجموعه ای محکم، شبه C۰‑نیم گروه های مجموعه که می دهد نشان بعدی لم

است. بازگشتی (Tt)t≥۰ آن گاه باشد، X روی محکم شبه C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ اگر .۴ .۲ لم

و X از Y مانند چگالی زیر مجموعه بنابراین باشد. X روی محکم شبه C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض اثبات.
داریم y ∈ Y هر برای به قسمی که دارد وجود limk→∞ tk = ∞ شرط با مثبت حقیقی اعداد از (tk) مانند صعودی دنباله ای

Ttky → y.

بازگشتی بردارهای از چگال زیر مجموعه یک (Tt)t≥۰ نتیجه در است. (Tt)t≥۰ برای بازگشتی بردار یک y ∈ Y هر بنابراین
□ است. بازگشتی [۱۳] از ۳ قضیه به بنا و دارد

محکم، C۰‑نیم گروه های که می کند بیان ۴ .۲ لم است، محکم شبه C۰‑نیم گروهی محکم، C۰‑نیم گروه هر اینکه به توجه با
هستند. بازگشتی C۰‑نیم گروه های از زیرمجموعه ای

شود. نیم گروه شدن محکم شبه باعث می تواند نیم گروه یک در عملگر یک بودن محکم شبه که می دهد نشان بعدی قضیه

آن گاه باشد، محکم شبه Ts که باشد موجود ای s > ۰ اگر باشد. X روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض .۵ .۲ قضیه
است. محکم شبه C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰

12quasiconjugacy 13complex numbers
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X از Y مانند چگالی زیر مجموعه بنابراین باشد. محکم شبه عملگری Ts به قسمی که باشد موجود s > ۰ کنیم فرض اثبات.
داریم y ∈ Y هر برای به قسمی که دارد وجود طبیعی اعداد از (nk) مانند صعودی دنباله ای و

Tnk
s y → y.

داریم y ∈ Y هر برای آن گاه ،tk := snk بگیریم نظر در اگر بنابراین .Tnk
s = Tsnk

داریم نیم گروه تعریف به توجه با اکنون
□ است. محکم شبه C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ بنابراین .Tsnk

y → y

است. مجموعه اعضای خطی ترکیب بستار lin از منظور بعدی نتیجه در

و باشد کران دار توان Ts به قسمی که باشد موجود s > ۰ اگر باشد. X روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض .۶ .۲ نتیجه
است. محکم شبه (Tt)t≥۰ آن گاه ،X = lin{x ∈ X|Tx = λx; |λ| = ۱ به قسمی که باشد داشته وجود λ ∈ C}

به بنا اثبات.
شبه (Tt)t≥۰ که می شود نتیجه ۵ .۲ قضیه از بنابراین است. محکم شبه درنتیجه و محکم عملگری Ts ،[۲ .۳ قضیه ،۸]
□ است. محکم

شبه را Y باناخ فضای روی (St)t≥۰ و X باناخ فضای روی (Tt)t≥۰ C۰‑نیم گروه دو [۷ .۱۱ تعریف ،۱۰] به بنا
باشیم داشته t ≥ ۰ هر برای به طوری که باشد داشته وجود φ : X → Y چگال برد با و پیوسته عملگر اگر می نامیم مزدوج

.St ◦ φ = φ ◦ Tt

باشد. Y روی C۰‑نیم گروهی (St)t≥۰ و X روی C۰‑نیم گروهی (Tt)t≥۰ و باناخ فضای دو Y و X کنیم فرض .۷ .۲ قضیه
است. محکم شبه نیز (St)t≥۰ آن گاه باشد، محکم شبه (Tt)t≥۰ و باشند مزدوج شبه نیم گروه، دو این اگر

به طوری که دارد وجود φ : X → Y چگال برد با و پیوسته عملگر C۰‑نیم گروه، دو بودن مزدوج شبه فرض به بنا اثبات.
محکم شبه مثبت، حقیقی اعداد از (tk) صعودی دنباله به نسبت (Tt)t≥۰ کنیم فرض .St ◦ φ = φ ◦ Tt داریم t ≥ ۰ هر برای

،z ∈ Z هر برای به طوری که دارد وجود X از Z چگال زیرمجموعه بنابراین باشد.

Ttkz → z.(۱)

داریم (۱) از z ∈ Z هر برای بنابراین

Stkφ(z) = φTtkz → φ(z).(۲)

داریم (۲) از y ∈ φ(Z) هر برای پس

Stky → y.

شبه C۰‑نیم گروهی ،(St)t≥۰ پس است. چگال Y در φ(Z) که می شود نتیجه φ ویژگی های و X در Z بودن چگال به توجه با
□ است. محکم

است. بودن آمیخته به نزدیک مفهومی واقع در که می کنیم تعریف را بودن محکم شبه توپولوژیکی به طور مفهوم اکنون
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اعداد از صعودی دنباله یک (tk) کنیم فرض و باشد X باناخ فضای روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض .۸ .۲ تعریف
محکم شبه توپولوژیکی به طور (tk) به نسبت (Tt)t≥۰ C۰‑نیم گروه می گوییم .limk→∞ tk = ∞ به قسمی که باشد مثبت حقیقی
داشته k ≥ kU هر برای به قسمی که باشد داشته وجود kU مثبت صحیح عدد X از ،U ناتهی و باز زیرمجموعه هر برای اگر است

باشیم

Ttk(U) ∩ U ̸= ϕ.

معادلند. هم با بودن محکم شبه توپولوژیکی به طور و بودن محکم شبه که می دهد نشان بعدی قضیه

اعداد از صعودی دنباله یک (tk) کنیم فرض و باشد X باناخ فضای روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض .۹ .۲ قضیه
معادلند: هم با زیر گزاره های این صورت در .limk→∞ tk = ∞ به قسمی که باشد مثبت حقیقی

است. محکم شبه (tk) به نسبت (Tt)t≥۰ (الف)
است. محکم شبه توپولوژیکی به طور (tk) به نسبت (Tt)t≥۰ (ب)

اعداد از (tk) مانند صعودی دنباله ای و X از Y مانند چگالی زیر مجموعه بنابراین باشد. برقرار (الف) کنیم فرض اثبات.
داریم y ∈ Y هر برای به قسمی که دارد وجود مثبت حقیقی

Ttky → y.(۳)

x ∈ U∩Y بنابراین .U∩X ̸= ϕ که می شود نتیجه X در Y بودن چگال از باشد. X از ناتهی و باز زیرمجموعه ای U کنیم فرض
که می شود نتیجه (۳) از ،x۰ ∈ Y چون دارد. وجود

Ttkx۰ → x۰.

داریم k ≥ kU هر برای بنابراین .Ttkx۰ ∈ U داریم k ≥ kU هر برای به قسمی که دارد وجود kU طبیعی عدد پس

x۰ ∈ Ttk(U) ∩ U.

است. محکم شبه توپولوژیکی به طور C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ که می شود نتیجه است، Y از دلخواه عضو یک x۰ چون حال
این صورت به بگیریم. درنظر Tnk به جای را Ttk است کافی است. [۲ .۴ گزاره ،۹] از برهان به شبیه (الف) به (ب) اثبات
X برای باز مجموعه های از شمارایی پایه (Us)s∈N کنیم فرض می کند. القا را X توپولوژی که باشد کاملی متر d کنیم فرض که

به قسمی که دارد وجود t۱ مثبت صحیح عدد فرض، به بنا .Vs,s := Us می کنیم تعریف s ∈ N هر برای باشد.

Tt۱(U۱) ∩ U۱ = Tt۱(V۱,۱) ∩ V۱,۱ ̸= ϕ.

و است کمتر ۱
۲۲ از آن ۱۴ قطر به قسمی که دارد وجود X از V۱,۲ ناتهی و باز زیر مجموعه که شود می نتیجه Tt۱ پیوستگی از

V۱,۲ ⊂ V۱,۱ و Tt۱(V۱,۲) ⊂ V۱,۱.

زیر مجموعه های از (Vs,j)
∞
j=s دنباله s ∈ N هر برای و می شود ساخته مثبت صحیح اعداد از (tk) صعودی دنباله روند، این ادامه با

داریم s ≤ k شرط با N عضو k و s هر برای و است کمتر ۱
۲j از Vs,j مجموعه هر قطر به قسمی که می آید به دست X ناتهی و باز

Vs,k+۱ ⊂ Vs,k و Ttk(Vs,k+۱) ⊂ Vs,k.

14diameter
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به قسمی که دارد وجود X عضو ys بردار ،s ∈ N هر برای که می شود نتیجه ۱۵ بِیر بندی رده قضیه از اکنون

{ys} =
∩

k≥s
Vs,k ⊂ Vs,s = Us.

داریم s ≤ k که N عضو k و s هر برای و است چگال X در Y مجموعه .Y := {ys : s ∈ N} می گیریم نظر در

Ttkys ∈ Ttk(Vs,k+۱) ⊂ Vs,k.

بنابراین

lim supk→∞d(Ttkys, ys) ≤ lim supk→∞diamd(Vs,k) ≤ lim supk→∞
۱
۲k

= ۰.

داریم ys ∈ Y هر برای پس

Ttkys → ys.

□ است. آمیخته شبه توپولوژیکی به طور (tk) به نسبت T نتیجه در

مستقیم جمع .۳

می کنیم آغاز موضوع این اثبات با را بحث می پردازیم. محکم شبه نیم گروه های مستقیم جمع ویژگی های به بررسی بخش این در
است. محکم شبه آن ها از هرکدام آن گاه باشد، محکم شبه C۰‑نیم گروه، دو مستقیم جمع اگر که

باشد. Y باناخ فضای روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ و X باناخ فضای روی C۰‑نیم گروه یک (St)t≥۰ کنیم فرض .۱ .۳ قضیه
(Tt)t≥۰ و X روی محکم شبه نیم گروهی (St)t≥۰ آن گاه باشد، X ⊕ Y روی محکم شبه C۰‑نیم گروهی ،(St ⊕ Tt)t≥۰ اگر

است. Y روی محکم شبه نیم گروهی

اعداد از (tk) صعودی دنباله بنابراین است. محکم شبه C۰‑نیم گروهی ،X ⊕ Y روی (St ⊕ Tt)t≥۰ فرض به بنا اثبات.
m ∈ M هر برای به قسمی که دارد وجود X ⊕ Y از M ⊕N چگال زیرمجموعه و limk→∞ tk = ∞ به قسمی که مثبت حقیقی

داریم، n ∈ N هر و

(Stk ⊕ Ttk)(m⊕ n) → m⊕ n.(۴)

،k ≥ k۰ هر برای به قسمی که یافت می توان را k۰ طبیعی عدد ε > ۰ هر برای که می شود نتیجه (۴) از

∥(Stk ⊕ Ttk)(m⊕ n)− (m⊕ n)∥X⊕Y < ε.(۵)

داریم، n ∈ N و m ∈ M هر برای (۵) رابطه به توجه با همچنین

∥Stkm−m∥X ≤ ∥(Stk ⊕ Ttk)(m⊕ n)− (m⊕ n)∥X⊕Y < ε,

∥Ttkn− n∥Y ≤ ∥(Stk ⊕ Ttk)(m⊕ n)− (m⊕ n)∥X⊕Y < ε.(۶)

،n ∈ N هر و m ∈ M هر برای که می شود نتیجه (۶) از بنابراین

Stkm → m و Ttkn → n.

□ هستند. Y و X روی محکم شبه C۰‑نیم گروه هایی به ترتیب ،(Tt)t≥۰ و (St)t≥۰ پس

15Baire category theorem
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می آید. به دست بعدی نتیجه ،۱ .۳ قضیه از باشد، (Tt)t≥۰ C۰‑نیم گروه همان (St)t≥۰ C۰‑نیم گروه اگر

محکم شبه C۰‑نیم گروهی ،(Tt ⊕ Tt)t≥۰ اگر باشد. X باناخ فضای روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض .۲ .۳ نتیجه
است. بازگشتی (Tt)t≥۰ به ویژه، است. X روی محکم شبه نیم گروهی (Tt)t≥۰ آن گاه باشد،

روی محکم شبه C۰‑نیم گروه یک (Tt ⊕ Tt)t≥۰ آن گاه باشد، X روی محکم شبه C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ اگر .۳ .۳ قضیه
است. بازگشتی (Tt ⊕ Tt)t≥۰ به ویژه، است. X ⊕X

چگال زیرمجموعه و (tk) صعودی دنباله بنابراین است. X روی محکم شبه C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ C۰‑نیم گروه اثبات.
داریم، x ∈ M هر برای به قسمی که دارد وجود X از M

Ttkx → x.(۷)

داریم x⊕ x ∈ M ⊕M هر برای که گرفت نتیجه می توان (۷) از

(Ttk ⊕ Ttk)(x⊕ x) → x⊕ x.(۸)

می شود. حاصل نتیجه ،X ⊕X در M ⊕M بودن چگال به توجه با
بنابراین است. (Tt ⊕ Tt)t≥۰ برای بازگشتی برداری x ⊕ x بردار ،x ∈ M هر برای که می دهد نتیجه همچنین (۸) رابطه
،(Tt ⊕ Tt)t≥۰ ،[۳ قضیه ،۱۳] به بنا بنابراین و دارد X ⊕ X در بازگشتی بردارهای از چگال مجموعه ای (Tt ⊕ Tt)t≥۰

□ است. بازگشتی C۰‑نیم گروهی

می آید. به دست بعدی معادل شرط ۳ .۳ قضیه و ۲ .۳ نتیجه از

و اگر است محکم شبه (Tt)t≥۰ این صورت در باشد. X باناخ فضای روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض .۴ .۳ نتیجه
باشد. محکم شبه (Tt ⊕ Tt)t≥۰ اگر تنها

(Tt)t≥۰ بدانیم اگر یعنی کرد؟ اثبات را ۳ .۳ قضیه از کلی تری حالت می توان آیا که است این می شود مطرح اینجا در که سؤالی
است؟ محکم شبه (Tt ⊕ St)t≥۰ که بگیریم نتیجه می توانیم آیا باشند، محکم شبه C۰‑نیم گروه هایی ،(St)t≥۰ و

است. مثبت سئوال، این پاسخ آن گاه باشند، محکم شبه یکسانی دنباله به نسبت نیم گروه دو هر اگر که می بینیم بعدی قضیه در

صعودی دنباله ای (tk) و باشد Y روی C۰‑نیم گروه یک (St)t≥۰ و X روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض .۵ .۳ قضیه
محکم شبه (tk) به نسبت (St)t≥۰ و (Tt)t≥۰ اگر این صورت در .limk→∞ tk = ∞ به قسمی که باشد مثبت حقیقی اعداد از
بازگشتی (Tt⊕Tt)t≥۰ ویژه، به است. (tk) به نسبت X⊕Y روی محکم شبه C۰‑نیم گروه یک نیز (Tt⊕St)t≥۰ آن گاه باشند،

است.

هر برای به قسمی که دارد وجود X از M چگال مجموعه بنابراین است، محکم شبه (tk) به نسبت (Tt)t≥۰ چون اثبات.
داریم، m ∈ M

Ttkm → m.(۹)

n ∈ N هر برای به قسمی که دارد وجود Y از N چگال مجموعه بنابراین است، محکم شبه (tk) به نسبت (St)t≥۰ چون طرفی از
داریم،

Stkn → n.(۱۰)
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می شود نتیجه (۱۰) و (۹) از m⊕ n ∈ M ⊕N هر برای بنابراین

(Ttk ⊕ Stk)(m⊕ n) = Ttkm⊕ Stkn → m⊕ n.(۱۱)

□ است. محکم شبه (tk) به نسبت (Tt ⊕ St)t≥۰ که می شود نتیجه (۱۱) از است، چگال X ⊕ Y در M ⊕N چون حال

با آن مستقیم جمع بودن بازگشتی با C۰‑نیم گروه یک بودن محکم شبه توپولوژیکی به طور که می کنیم ثابت بعدی قضیه در
معادلند. یکدیگر با متناهی تعداد به خودش

معادلند: هم با زیر گزاره های این صورت در باشد. X باناخ فضای روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض .۶ .۳ قضیه
است. محکم شبه توپولوژیکی به طور (tk) به نسبت (Tt)t≥۰ (الف)

است. بازگشتی (Tt ⊕ Tt)t≥۰ (ب)
است. بازگشتی (Tt ⊕ Tt ⊕ · · · ⊕ Tt)t≥۰ ،n ∈ N هر برای (ج)

توپولوژیکی به طور از باشند. X از ناتهی و باز زیرمجموعه هایی U۲ و U۱ کنیم فرض باشد. برقرار (الف) کنیم فرض اثبات.
،k ≥ kU۲ هر و k ≥ kU۱ هر برای به قسمی که دارند وجود kU۲ و kU۱ مثبت عددهای که می شود نتیجه (Tt)t≥۰ بودن محکم شبه

Ttk(U۱) ∩ U۱ ̸= ϕ و Ttk(U۲) ∩ U۲ ̸= ϕ.(۱۲)

داریم، k ≥ k∗ هر برای آن گاه ،k∗ = max{kU۱ , kU۲} بگیریم نظر در اگر (۱۲) رابطه به توجه با

(Ttk ⊕ Ttk)(U۱ ⊕ U۲) ∩ (U۱ ⊕ U۲) ̸= ϕ.

است. بازگشتی (Tt ⊕ Tt)t≥۰ بنابراین
از و (Tt)t≥۰ بودن بازگشتی از باشد. X از ناتهی و باز زیرمجموعه ای U کنیم فرض باشد. برقرار (ب) کنیم فرض حال

آن ها ازای به که دارد وجود t نامتناهی تعداد که می شود نتیجه [۱ لم ،۱۳]

Tt(U) ∩ U ̸= ϕ.

داشته k هر برای به قسمی که یافت را limk→∞ tk = ∞ شرط با مثبت حقیقی اعداد از (tk) صعودی دنباله می توان بنابراین
باشیم

Ttk(U) ∩ U ̸= ϕ.

است. محکم شبه توپولوژیکی به طور (Tt)t≥۰ بنابراین
است. (ب) به (الف) از اثبات مشابه (ج)، به (الف) از اثبات •

□ است. واضح (ب) به (ج) از اثبات •

معادلند: هم با زیر گزاره های این صورت در باشد. X باناخ فضای روی C۰‑نیم گروه یک (Tt)t≥۰ کنیم فرض .۷ .۳ نتیجه
است. محکم شبه (tk) به نسبت (Tt)t≥۰ (الف)

است. محکم شبه توپولوژیکی به طور (tk) به نسبت (Tt)t≥۰ (ب)
است. بازگشتی (Tt ⊕ Tt ⊕ · · · ⊕ Tt)t≥۰ ،n ∈ N هر برای (ج)

است. ابردوری (Tt ⊕ Tt ⊕ · · · ⊕ Tt)t≥۰ آن گاه باشد، آمیخته ضعیف به طور (Tt)t≥۰ اگر شد بیان مقدمه در که همان طور
ویژگی گفت می توان بنابراین است. بازگشتی (Tt ⊕ Tt ⊕ · · · ⊕ Tt)t≥۰ آن گاه باشد، محکم شبه (Tt)t≥۰ اگر کردیم ثابت اکنون

است. بودن ابردوری برای بودن آمیخته ضعیف به طور ویژگی همانند بودن، بازگشتی به نسبت بودن محکم شبه
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