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AN INVESTIGATION OF KURATOWSKIS DEFINITION OF AN ORDERED

PAIR

ALI MOLKHASI ∗ AND MAHSA EZZATI

Abstract. In this paper, we study the definitions of ordered pair from the point of view of Kuratowski,

Wiener, Hausdorff and Morse. We first present the possible definitions of an ordered pair, and then

examine the structure of the Cartesian product of sets, relations, and functions. This paper can be

useful for mathematical researchers in creating new insight and better understanding of the concept of

ordered pair and its related mathematical concepts, such as ordered and unordered Cartesian product,

relation and function, etc.

1. Introduction

The aim of this paper is the study of the ordered pair, especially the examination of the possible

definitions for the ordered pair. Every theory in mathematics has axioms, definitions, symbols and

theorems. In the theory of sets, the ordered pair is considered as a definition. This concept also has a

natural meaning in the physical world. In 1914, Wiener gave the first simple definition of an ordered

pair. Later, Kazimierz Koratowski in 1921 suggested a simpler definition of ordered pair than Wiener

in set theory, so that relation and function were easily defined. Zermelo’s axioms of set theory of 1908

provide a theory which can found all of classical mathematics. The paper is organized as follows.

Keywords: Kuratowski’s Definition of an Ordered Pair, Cartesian produc.

Article Type: Promotional Paper.

Communicated by Mohamad Reza Pouryayevali.

∗Corresponding author.

Received: 22-04-2023, Accepted: 27-01-2024, Published Online: 27-05-2024.

Cite this article: A. Molkhasi and M. Ezzati, An investigation of kuratowski’s definition of an ordered pair, Journal of Mathe-

matics and Society, 9 no. 1 (2024) 77–89.

http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.137454.1571 .

77

http://math-sci.ui.ac.ir
http://www.ui.ac.ir
https://orcid.org/0000-0003-1603-2237
http://dx.doi.org/10.22108/msci.2024.137454.1571


A. Molkhasi and M. Ezzati, Journal of Mathematics and Society/ 9 no. 1 (2024) 77-89

In section 1, we collect the basics concepts and present the history of the ordered pair. In section

2, we provide a short summary of the first-order structure and logic concepts. We recall that the

language desired in this paper is the relation language. In section 3, we study some of the cases of the

definition of ordered pair. In section 4, we discuss possible definitions for the ordered pair that it is

not satisfiable in formula (a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c, b = d. The end section some results are set out.

2. Main Results

The obvious approach is to translate or codify naive set theory into a formal first order theory. By

a language we mean a mapping σ, the domain of which is any set and the range of which is a set

of integers. By a σ-symbol we mean an element of the domain of σ. A σ-symbol s is said to be an

operation symbol if σ(s) ≥ 0; it is said to be a relation symbol if σ(s) < 0. A first-order language is a

set

L = F
.⋃
R

where

F =

.⋃
n⩾0

Fn, R =

.⋃
n⩾1

Rn.

Notice that objects Fn operation symbols n-ary and objects Rn relation symbols n-ary and objects

F0 constant symbols are said. The language is called algebraic language if R = ∅. Also, the language

is called relational language if F = ∅. By a relation n-ary relation on a set A we mean a subset of An.

We denote by

A = (A, fA, RA, f ∈ F , R ∈ R) .

Note that the standard logical symbols of a formal first order (relation) language, namely, are

¬, ∃, ¬ ∨, =, (, )

Here, in this paper, we introduce a new function symbol of arity 2 , J , by

J(x, y) = {{x}, {x, y}}

It is customary to denote the term J(x, y) by (x, y).

2.1. Definition Unordered Cartesian Products of Arbitrary Family of Sets and Unordered

△-tuples: Suppose A = {Ax |x ∈ △} is a family of sets. We define the unordered Cartesian product∏
x∈△Ax =

∏
{Ax |x ∈ △} as the set of all functions

f : △ −→ ∪x∈△Ax

satisfying f(x) ∈ Ax for each x in △.
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2.2. Definition Ordered Cartesian Products of Arbitrary Families of Sets: Suppose A =

{Ax |x ∈ △} is a family of sets and (△, ≤) is partially order set. We define the ordered Cartesian

product (
∏

x∈△Ax,≤) =
∏
{Ax |x ∈ △} as the set of all functions f : △ −→ ∪x∈△Ax satisfying

f(x) ∈ Ax for each x in △.

Recall that many Mathematicians tried to define ordered pair. We are ready to list theorms that

we proved:

Theorem 2.1. (a, b) = {{{a}, ∅}, {{b}}} if and only if (a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c, b = d

Theorem 2.2. (a, b) = {{a, ∅}, {b, {∅}}} if and only if .((a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c, b = d)

Theorem 2.3. (a, b) = {a, {a, b}} if and only if .(a, b) = (c, d) ⇐⇒ (a = c, b = d)

Theorem 2.4. (a, b) = {{a}, {{a}, b}} if and only if .(a, b) = (c, d) ⇐⇒ (a = c, b = d)

It is not hard to show that the following definitions for the ordered pair are not satisfiable formulas:

(a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c, b = d

-(a, b) = {{b}, {a, b}}
-(a, b) = {{a, b}}
-(a, b) = {a, b}
-(a, b) = {a}
-(a, b) = {b}

3. Conclusions

We conclude that the Kuratowski’s definition of the ordered pair is consistent with finding coordi-

nates in Euclidean spaces and other space coordinates.
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جامعه و ریاضی
۶۵۰۷ −۲۳۴۵ شاپا(الکترونیکی): ،۶۴۹۳ −۲۳۴۵ (چاپی): شاپا

۸۹ −۷۷ صص. ،(۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد
The Author(s) ۱۴۰۳ ©

http://www.ui.ac.ir

کوراتوفسکی مرتب زوج تعریف بررسی

عزتی مهسا و ∗
 

 

ملخاصی علی

حالت های ادامه در می کنیم. بررسی را مورس و هاسدورف وینر، کوراتوفسکی، دیدگاه از مرتب زوج تعریف مقاله، این در چکیده.
و روابط مجموعه ها، دکارتی حاصلضرب ساختار تعریف ها این متناظر حالت های در و نموده بیان را مرتب زوج تعریف ممکن
آن، به وابسته ریاضی مفاهیم و مرتب زوج مفهوم بهتر درک و جدید بینش ایجاد در می تواند حاضر مقاله می کنیم. بررسی را توابع

شود. واقع مفید ریاضی پژوهشگران برای غیره، و تابع و رابطه نامرتب، و مرتب دکارتی حاصلضرب جمله از

مقدمه .۱

علوم از بسیاری در است. مرتب زوج برای ممکن تعریف های بررسی به خصوص مرتب زوج مطالعه ی مقاله این موضوع
نوین نظریه ی زمانی که مثال برای بمانند. مغفول است ممکن زمانی مدت برای جزئیات از بعضی جدید، اشیاء تعریف با
غیر مصداقی بشر اولین بار برای گفت بتوان شاید شد؛ معرفی بود، نامتناهی مجموعه مفهوم برای تعریفی شامل که مجموعه ها،
مجموعه ها نظریه ی بر مبتنی ریاضی، ادبیات از بزرگی بخش البته بود. یافته خویش ذهن در بالفعل نامتناهی برای ماورائی
به می توان بیشتر اطلاعات برای که می کند پیدا نمود ریاضی مفاهیم در غیرمستقیم یا مستقیم ضمنی، یا صریح به طور و است
زوج نیز مجموعه ها نظریه ی در قضایاست. و قراردادها تعاریف، اصول، دارای ریاضیات در نظریه ای هر کرد. مراجعه [۳]
برای مرتب زوج است. طبیعی معنای دارای نیز فیزیکی دنیای در مفهوم این است. شده گرفته نظر در تعریف به عنوان مرتب
۱۹۲۱ سال در لهستانی، ریاضیدان کوراتوفسکی۲ کازیمیرز بعداً شد. تعریف ۱۹۱۴ سال در وینر۱ نوربرت توسط اولین بار
به راحتی تابع و رابطه آن از استفاده با طوری که به کرد ارائه مجموعه ها نظریه ی در را وینر به نسبت مرتب زوج از ساده تر تعریفی
موضوعی اصل دستگاه یک ارائه ی با مرتب، زوج تعریف از استفاده بدون ۱۹۰۸ سال در خود مقاله در زرملو۳ شد. تعریف
کرد ثابت یا را تناقض ها از بسیاری راسل۴، پارادوکس نظیر پارادوکس هایی به جوابگویی بر علاوه مجموعه ها نظریه ی برای
موضوعی اصل دستگاه شدن کامل تر با کم کم و زمان مرور به گفت بتوان شاید .[۲۵] داد تقلیل نشده حل سؤالاتی به یا و
زیادی نظریه های از بعد مجموعه ها نظریه ی که چند هر که است توضیح به لازم شد. حل ابهامات بیشتر مجموعه ها، نظریه ی
نظریه های سایر با مقایسه در را خود جایگاه توانست نظریه این بودن، پایه ای و اهمیت دلیل به ولی شده، مطرح ریاضیات در

دکارتی. حاصلضرب کوارتوفسکی، مرتب زوج کليدي: کلمات و عبارات
پوریای ولی محمدرضا رابط: دبیرتخصصی

ترویجی مقاله: نوع
مسئول ∗نویسنده

۱۴۰۳/۰۳/۰۷ آنلاین: انتشار تاریخ ۱۴۰۲/۱۱/۰۷ پذیرش: تاریخ ۱۴۰۲/۰۲/۰۲ دریافت: تاریخ
.۸۹ −۷۷ (۱۴۰۳) ۱ شماره ۹ جلد جامعه، و ریاضی کوراتوفسکی، مرتب زوج تعریف بررسی عزتی، م. و ملخاصی ع. به مقاله: ارجاع
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۸۹ –۷۷ (۱۴۰۳) ۱ شماره ،۹ جلد جامعه/ و ریاضی نشریه عزتی، م. و ملخاصی ع.

ریاضیات در مهم قراردادهای و تعاریف و قضایا و اصول که است این ریاضی پژوهشگران هدف های از یکی دهد. ارتقا ریاضی
قضایای و قراردادها و تعاریف جمله از ریاضی مفاهیم از بسیاری امروزه که حد این تا کنند، سازگار مجموعه ها نظریه ی با را
ابزاری به عنوان آن را بعلاوه و داد قرار بررسی مورد آن، اصول و مجموعه ها نظریه ی از استفاده با دقیقاً می توان را مربوطه
گسترش و پیشرفت اولین مجموعه ها۵ طبیعی نظریه ی آورد. حساب به ریاضی متعدد شاخه های استنتاجی استدلال در قدرتمند
استوار اشیا از گردایه ای به عنوان مجموعه مفهوم از بی قاعده و غیررسمی درکی پایه بر که می شود محسوب مجموعه ها نظریه 
بود. مواجه راسل معروف پارادوکس جمله از بسیاری پارادوکس های با مجموعه ها طبیعی نظریه  ابتدا، در که هرچند است،
مجموعه مجموعه ها، نظریه در حالی که در است؛ مشخص اشیاء از گردایه ای معنی به مجموعه مجموعه ها، طبیعی نظریه ی در
تساوی و زیرمجموعه عضویت، جمله از مفاهیم سایر آن، وسیله ی به و است ریاضی نشده ی تعریف و بنیادی مفاهیم از یکی
تشکیل مجموعه ها نظریه  اصول، سری یک با نهایت در و می شوند تعریف متناظر ریاضی عملگرهای و روابط و مجموعه دو
در امروز منطق شد. ایجاد ۱۸۷۰ سال در کانتور گئورگ توسط که است ریاضی منطق از شاخه ای مجموعه ها نظریه ی می شود.
می کرد تلاش فرگه۶ حدی که تا دارد، کار و سر مجموعه ها نظریه  با اساساً که است فلسفه در منطق از کامل تری شکل ریاضیات،
پیشگامان از پئانو۹ و ددکیند۸ راسر۷، فرگه، کند. توصیف مجموعه ها نظریه  و منطق از برآمده اصول پایه ی بر را ریاضیات
منطق معلم کواین۱۰ کرد. اشاره [۲۸] و [۱۱] منابع به می توان این خصوص در بیشتر اطلاعات برای که می باشند ریاضی منطق
مفهوم تعریف به خصوص و مجموعه ها با کار برای کانتور۱۱ بود. اول مرتبه منطق در نظر صاحب و بود مجموعه ها نظریه ی و
کرد استفاده است مشخص اشیاء از گردایه ای مجموعه هر می کرد بیان که آن، طبیعی به صورت مجموعه مفهوم از بی نهایت
اشیاء تمام شد. وضع ۱۹۰۸ سال در زرملو توسـط مجموعه ها نظریه ی برای موضوعی اصل دستگاه اولین .[۲۷ ،۲۵ ،۷ ،۵]
عبارت مجموعـه و هسـتند «رده» اشـیاء جدیـد، نظریـه های در درحالی کـه می شوند؛ تصور «مجموعـه» شـهودی بـه طور نظریه این
ریاضـیات کل زیربنای به عنوان زرملو دستگاه که دریافت فرانکل ۱۹۲۲ سال در است. دیگر رده ی به متعلق که است رده ای از
قدرتمند دستگاه ایـن ترتیب بـه و نمود حل را مشکل ۱۲ جایگزینی موضوعی اصل وضع با اسکولم بعد سـال یـک و دارد ضـعف
نظریه ی یک فرانکل زرملو‑ مجموعه های نظریه ی شـد. تأسـیس ZF مختصر به طور یا فرانکل زرملو‑ مجموعه های نظریه ی
در و سازد متمایز (b, a) عبارت با را (a, b) عبارت که کند تعریف طوری را (a, b) مرتب زوج می کند تلاش و است اول مرتبه
هالموس۱۴ و دیپورت۱۳ .[۲۹ ،۱۹ ،۱۸ ،۱۷ ،۱۲ ،۶] ببرند آن از را بهره بیشترین انتخاب، اصل با همراه ریاضیدانان نهایت
استفاده با که می کنند اشاره مرتب زوج تعریف نحوه و کانتور قضیه جمله از مجموعه نظریه ی در پایه  ای و اصلی قضیه های به هم
ترتیب دارای که زوجی مفهوم به نیاز احساس .[۱۵] کرد برقرار کاردینال اعداد بین ترتیبی رابطه یک بتوان کانتور قضیه از
در زیر مهم خاصیت که شود تعریف به گونه ای مرتب زوج تا گردید موجب سازد، متمایز (b, a) از را (a, b) به طوری که باشد،

.[۴] باشد برقرار مفهوم این
(۱) (a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c, b = d

این بین رابطه ای می توان و داریم دلخواه مجموعه ی دو هر شامل مجموعه ای که می گیریم نتیجه ۱۵ جفت سازی موضوع اصل از
b و a مرسوم به طور (a, b) مرتب زوج در .[۲۰] باشد مهم رابطه این در اعضا گرفتن قرار ترتیب که کرد تعریف مجموعه دو
دیدگا ه های از را مرتب زوج تعریف ابتدا مقاله این در می گویند. دوم (مختص) مؤلفه ی و اول (مختص) مؤلفه ی به ترتیب را
دو تساوی اصلی شرط حفظ ضمن دیدگاه چهار هر در که می کنیم ملاحظه و بررسی هاسدورف و وینر کوراتوفسکی، مورس،
تعریف ریاضی مهم مفاهیم سایر و تابع رابطه، نامرتب، و مرتب دکارتی حاصلضرب مرتب، زوج تعریف به وابسته مرتب، زوج

است. مجموعه  یک نیز {A,B} دیگر بیانی به یا دارد، وجود B و A مجموعه دو شامل C چون مجموعه ای باشند، مجموعه دو B و A اگر جفت سازی: موضوع ۱۵اصل

5naive set theory 6Frege 7Russell 8Dedekin 9Peano 10Willard Quine 11Cantor 12axiom schema of replacement
13Dipert 14Holmes
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کرد. مراجعه [۲۸ ،۲۶ ،۲۳ ،۲۱ ،۱۴ ،۱۳] ،[۱۰] −[۸] منابع به می توان زمینه این در بیشتر اطلاعات برای که می   شوند
و ساختار به ۲ بخش در می کنیم. اشاره مرتب زوج تاریخچه و مقدمه به ۱ بخش در است. شده تشکیل بخش ۵ از مقاله این
حالت هایی از بعضی معرفی به ۳ بخش در است. رابطه ای زبان مقاله، این در نظر مورد زبان که می پردازیم اول درجه منطق
برای ممکن تعریف های مطالعه ی ۴ بخش در هدف است. برقرار مربوطه نتایج و ۱ اتحاد که می پردازیم مرتب زوج تعریف از
به مربوط هم ۵ بخش نیست. برقرار مربوطه نتایج و ۱ اتحاد کوراتوفسکی مرتب زوج تعریف اساس بر که است مرتب زوج

است. نتیجه گیری

اول مرتبه ساختارهای و زبان  ها .۲

مانند مجموعه ای از عبارتست اول مرتبه ی زبان یک اول. مرتبه ی زبان تعریف .۱ .۲

L = F
.∪
R

آن در که

F =

.∪
n⩾۰

Fn, R =

.∪
n⩾۱

Rn.

را F۰ عضوهای و می نامیم n‑موضعی (محمولی) رابطه ای نماد را Rn عضوهای و n‑موضعی تابعی نماد را Fn عناصر
استفاده زیر نماد از مواقع از برخی می نامیم. رابطه ای را زبان ،F = ∅ اگر و جبری را زبان ،R = ∅ اگر ثابت. نمادهای

می کنیم:
A = (A, fA, RA, f ∈ F , R ∈ R).

و − یکتایی عمل ،× ضرب ،+ جمع دوتایی اعمال از است عبارت آشنا توابع حقیقی، اعداد مجموعه ی مورد در مثال به عنوان
(R, +, ×, −, ⩽) نماد با را ساختار این روابط، و توابع تعداد بودن متناهی خاطر به معمولا که ،⩽ مساوی یا کوچکتر رابطه ی
مجموعه ها، نظریه نظر مورد زبان مجموعه ها، از دلخواه خانواده ی از زیر نامرتب و مرتب دکارتی حاصلضرب در می دهند. نمایش
J(x, y) = {{x}, {x, y}} یا J(x, y) = {x, {x, y}} به صورت ۲‑موضعی تابعی نماد می توان و است {⩽} رابطه ای زبان
را J (n) ‑موضعی n تابعی نماد n ⩾ ۱ هر برای می توان استقرا به حال دهیم. نمایش (x, y) نماد با آن را و کنیم معرفی

نهایت در و کرد تعریف J (۱)(x) = x به صورت

J (n+۱)(x۱, x۲, . . . , xn+۱) = J(J (n)(x۱, x۲, . . . , xn), xn+۱)

عبارتند مجموعه ها نظریه زبان در استاندارد منطقی نمادهای جمله از می باشند. متغیرها x, x۱, x۲, . . . , xn+۱ اینجا در که
از

¬, ∃, ¬, ∨, =, (, ).

بیان ۱۶ انتظام اصل صورت اسـت. مـجـموعه مـجموعه، یک عـضوِ هر مـجـموعه ها، نـظریه ی در که اسـت توضـیح به لازم
نـهایـتاً بـشویم، عـضو آن از عـضوی وارد سپس و مـجـموعه آن از عـضوی وارد بعد و بـشویم مـجـموعه یک وارد اگر که مـی کند
۱۷ تـصریح اصـل به بنـا اسـت. مجموعـه یک نیز {A,A} تزویـج اصل به بنا باشد، مـجـموعه یک A اگر مـی رسـیم. تـهی به
.∃B B ∩ {A} = ∅ انتظـام اصل به بنا {A} ̸= ∅ چون پس است. مجموعه یک {A} یعنی {x ∈ {A,A} |x = A}
مجموعه ها همه مجموعه ی که می شود نتیجه به راحتی انتظام اصل به توجه با این ترتیب به .A /∈ A و A ∩ {A} = ∅ بنابراین

∀x ∃z ∈ x z ∩ x ̸= ∅ انتظام: ۱۶اصل

است. کلاس یک می شود، توصیف شمول اصل در که عبارتی هر و است مجموعه یک مجموعه، یک با کلاس یک اشتراک که است این بیانگر تصریح ۱۷اصل
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معضلاتی تصریح اصل به توجه با این ترتیب به نیسـت». چیـز همـه شامل چیـز «هیچ هالموس ر. پ. قول به یا ندارد وجود
می گردند. مرتفـع راسـل پارادوکس همچون

است. مجموعه یک {{x}, {x, y}} گاه آن باشند، مجموعه y و x اگر .۱ .۲ قضیه

استفاده با مجموعه اند. دو هر {x, y} و {x, x} سازی جفت اصل به بنا این صورت در باشند، مجموعه y و x اگر اثبات.
{{x}, {x, y}} سازی جفت اصل به بنا مجموعه اند. دو هر {x, y} و {x} بنابراین .{x, x} = {x} گسترش اصل از
□ است. مجموعه

همه مجموعه ی به صورت مجموعه دو (مرتب) دکارتی حاصل ضرب مجموعه. دو دکارتی حاصلضرب تعریف .۲ .۲
لازم .A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} دیگر به عبارت می شود؛ تعریف ناتهی مجموعه ی دو از حاصل مرتب های زوج
دو دکارتی حاصلضرب داد نشان می توان توانی مجموعه اصل و اجتماع اصل سازی، زوج  اصل کمک با که است یادآوری به
حاصلضرب این که ولی است؛ ناتهی مجموعه ی یک ناتهی، مجموعه ی n دکارتی حاصضرب است. مجموعه یک خود مجموعه،
در پرکاربرد مختصات محورهای جمله از دارد. انتخاب اصل به نیاز است ناتهی ناتهی، مجموعه های از دلخواه خانواده  ای دکارتی
عمود برهم محورها آنها در که هستند محورهایی دکارتی مختصاتی محورهای کروی. و استوانه ای دکارتی، از: عبارتند ریاضیات
هر بعدی، دو اقلیدسی فضای در دکارتی مختصات محورهای شامل صفحه ی در است. یکسان محور دو هر روی واحدها و
صورتی که در می شود، گرفته یکی مرتب زوج با نقطه احتمالا موارد بیشتر در بالعکس. و است نقطه یک با متناظر مرتب زوج
داده نمایش R × R با حقیقی اقلیدسی صفحه مثال به عنوان است. شده تعریف مرتب زوج ولی است نشده تعریف نقطه که
مجموعه دو B و A اگر شده اند. تعریف R× R اعضای ولی نشده اند تعریف که شده تشکیل نقاطی از صفحه این که می شود
می خوانیم تابع یک را f رابطه ی [۲] در می شود. گفته B به A از ۲‑موضعی رابطه ی یک A×B از زیرمجموعه هر به باشند،
برد تابع، دوم مختص های مجموعه ی به و تابع دامنه ی تابع، اول مختص های مجموعه ی به .y = z آنگاه xfz و xfy اگر

است. شده اشاره تابع مورد در زیر مطالب به [۲] در گویند. تابع
B بروی A بر تابعی را f باشد، B مجموعه ی تابع، برد و A مجموعه ی تابع، دامنه اگر باشد، f ⊆ A×B کنیم فرض
A تابع ، دامنه اگر گویند. B به A از تابعی را f باشد، B مجموعه ی زیر تابع، برد و A مجموعه ی زیر تابع،  دامنه اگر و گویند
B مجموعه ی تابع، برد و A مجموعه ی زیر تابع، دامنه اگر گویند. B به A بر تابعی را f باشد، B مجموعه ی زیر تابع، برد و

گویند. B بروی A از تابعی را f باشد،

A = {Ax |x ∈ △} کنیم فرض مجموعه ها. از دلخواه خانواده ی از نامرتب دکارتی حاصلضرب تعریف .۳ .۲
می دهیم، نشان

∏
x∈△Ax نماد با که A اعضای از نامرتب دکارتی حاصلضرب این صورت در باشد. مجموعه ها از خانواده ای

فرم به توابع همه ی مجموعه ی از عبارتست
f : △ −→ ∪x∈△Ax

.f(x) ∈ Ax باشیم داشته x ∈ △ ازای به که شرط این با
دکارتی حاصلضرب می توان به راحتی شد، تعریف مجموعه ها از دلخواه خانواده ی از نامرتب دکارتی حاصلضرب که حال
کنیم. یادآوری را کلی و جزئی شده  مرتب مجموعه باید این کار، برای کرد. تعریف را مجموعه ها از دلخواه خانواده ی از مرتب
پادتقارنی۱۹ ، بازتابی۱۸ خاصیت دارای A اگر باشد. A مجموعه ی روی رابطه یک ⩽ و دلخواه مجموعه ی یک A کنیم فرض
این دارای A جزئی شده مرتب مجموعه  اگر است. جزئی شده  مرتب مجموعه ی یک A گویند این صورت در باشد تعدی۲۰ و

18∀x, x ∈ A x ≤ x 19∀x, y ∈ A, x ≤ y, and y ≤ x =⇒ x = y 20∀x, y, z ∈ A, x ≤ y, and y ≤ z =⇒ x ≤ y
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مجموعه یک A گوییم این صورت در ، b ⩽ a یا a ⩽ b باشیم داشته A از b و a دلخواه عضو دو هر ازای به که باشد خاصیت
.(A,⩽) می نویسیم معمولا و است کلی شده  مرتب

A = {Ax |x ∈ △} کنیم فرض مجموعه ها. از دلخواه خانواده ی از مرتب دکارتی حاصلضرب تعریف .۴ .۲
اعضای از مرتب دکارتی حاصلضرب این صورت در باشد. کلی شده ی مرتب مجموعه ی یک (△,≤) و مجموعه ها از خانواده ای

فرم به توابع همه ی مجموعه ی از عبارتست می دهیم، نشان (
∏

x∈△Ax,≤) نماد با که A

f : △ −→ ∪x∈△Ax

.f(x) ∈ Ax باشیم داشته x ∈ △ ازای به که شرط این با

مرتب زوج تعریف ممکن حالت های .۳

و [۲۸] در راسر۲۱ جمله از کنند. تعریف آن را که کردند تلاش متعددی دانشمندان مرتب، زوج تعریف اهمیت به توجه با
زوج [۲۲] در مورس۲۳ داشت. طبیعی اعداد از قبلی تعریف به نیاز که کردند ارائه را مرتب زوج از تعریفی [۲۴] در کواین۲۲
نشده تعریف مفاهیم جزء مجموعه حالی که در شود، تعریف مجموعه و کلاس  که پیش بینی این با کرد تعریف به گونه ای را مرتب
تعریف را مرتب زوج نیز کانتور و فرگه شوند، مطرح پارادوکس ها اینکه از قبل مجموعه ها، نظریه ی توسعه اوایل در است.
حال کرد. ارائه {{{x}, ∅}, {{y}}} به صورت را (x, y) مرتب زوج یک از ساده تعریف اولین وینر ،۱۹۱۴ سال در کردند.
است؟ برقرار ۱ اتحاد آیا ديگر به عبارت نه؟ یا می  باشد سازگار مرتب ها زوج تساوی رابطه با فوق تعریف که است این سؤال
می کنیم مطرح را قضایایی بخش این در است یادآوری به لازم کرد. ثابت را زیر قضایای می توان گسترش۲۴ اصل از استفاده با

است. برقرار مربوطه نتایج و ۱ اتحاد که

(a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c, b = d آنگاه ،(a, b) = {{{a}, ∅}, {{b}}} اگر .۱ .۳ قضیه

برابر {{{c}, ∅}, {{d}}} مجموعه ی با ،{{{a}, ∅}, {{b}}} مجموعه ی که است بدیهی ،a = c, b = d اگر اثبات.
داریم: این صورت در (a, b) = (c, d) کنیم فرض حال (a, b) = (c, d) داشت: خواهیم بنابراین و است

.{{{a}, ∅}, {{b}}} = {{{c}, ∅}, {{d}}}

دیگر به عبارت باشند. مساوی باهم باید که داریم عضوی دو مجموعه یک مجموعه هر از فقط فوق مجموعه دو تساوی از
□ .b = d نهایت در و a = c داشت خواهیم که {{a}, ∅} = {{c}, ∅}

و احتمال اندازه ، نظریه ی توپولوژی، مجموعه ها، نظریه ی توسیع در که هاسدورف۲۵؛ فلیکس وینر، از پس کوتاهی زمان
مطرح سؤالی حال کرد. تعریف (x, y) = {{x, ∅}, {y, {∅}}} به صورت را مرتب زوج داشت؛ اساسی نقش تابعی آنالیز

می باشد؟ سازگار ۱ اتحاد با مذکور تعریف آیا که است،

.((a, b) = (c, d) ⇐⇒ a = c, b = d) آنگاه ،(a, b) = {{a, ∅}, {b, {∅}}} اگر .۲ .۳ قضیه

.A = B ⇐⇒ A ⊆ B ∧ B ⊆ A گسترش: ۲۴اصل

21Rosser 22Quine 23Morse 25Felix Hausdorff
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و است برابر {{c, ∅}, {{d}}} مجموعه ی با {{a, ∅}, {{b}}} مجموعه ی که است بدیهی a = c, b = d اگر اثبات.
از اثبات برای .b = d و a = c که می کنیم ادعا ما ،(a, b) = (c, d) کنیم فرض .(a, b) = (c, d) داشت خواهیم بنابراین

داشت خواهیم آنگاه .a ̸= c کنیم فرض می کنیم. استفاده خلف برهان استدلال

{a, ∅} ∈ {{a, ∅}, {b, {∅}}} = (a, b) = (c, d) = {{c, ∅}, {d, {∅}}},

بایستی گسترش اصل به بنا ،{a, ∅} = {c, ∅} اگر .{a, ∅} = {d, {∅}} یا {a, ∅} = {c, ∅} که می کند ایجاب این و
این و است خلف فرض با متناقض این که a = c یعنی c؛ = ∅ = a می گیریم نتیجه که {∅} = {c, ∅} آنجا از و a = ∅
داریم: همچنین .( ∅ ̸= {∅} داریم (زیرا d = ∅ و a = {∅} آنگاه ،{a, ∅} = {d, {∅}} اگر حال افتاد. نخواهد اتفاق حالت

{c, ∅} = {b, ∅}, {c, ∅} ∈ (a, b).

و است تنافض یک که c = a = {∅} و d = ∅, c = {∅} داشت، خواهیم نتیجه در و {c, ∅} = {d, {∅}} داریم طرفی از
نهایت در می رسیم. تناقض به هم b ̸= d حالت مورد در بالا استدلال مشابه است. برقرار حکم و باطل خلف فرض بنابراین
□ بود. خواهد برقرار a = c, b = d تساوی

(۰ × s(a)) ∪ ({۱} × s(b)) به صورت s(a) = {∅} ∪ {t | t ∈ a} فرض با را (a, b) مرتب زوج مورس ،[۲۲] در
می کنیم. اشاره آن به زیر در و می آید به دست کوراتوفسکی مرتب زوج تعريف از دکارتی حاصلضرب آن در که کرد؛ تعریف
تعریف طوری را مرتب زوج ۱۹۲۱ سال در دارد، اندازه نظریه ی و توپولوژی توسعه و بسط در اساسی نقش که کوراتوفسکی
منطقی عمیق و جالب موضوع چندین است یادآوری به لازم می شود. منجر مرتب زوج دو نظر مورد و دلخواه تساوی به که کرد
[۸] ،[۷] ، [۱] منابع به می توان زمینه ها این در اطلاعات کسب برای که دارد وجود مرتب زوج تعریف با رابطه در فلسفی و

است. شده ثابت [۱] منبع در زیر قضیه است. ۱ اتحاد برقراری مرتب زوج تعریف پایه ی خاصیت کرد. رجوع [۱۷] و

.(a, b) = (c, d) ⇐⇒ (a = c, b = d) آنگاه ،(a, b) = {{a}, {a, b}} اگر .۳ .۳ قضیه

.(a, b) = (c, d) ⇐⇒ (a = c, b = d) آنگاه ،(a, b) = {a, {a, b}} اگر .۴ .۳ قضیه

باشند. مساوی هم با {c, {c, d}} و {a, {a, b}} خانواده ی دو باید ،(c, d) و (a, b) مرتب زوج دو تساوی برای اثبات.
حالت های بایستی بنابراین

(۱) a = c, {a, b} = {c, d}

یا
(۲) a = {c, d}, c = {a, b}

خواهیم (۲) حالت در است. برقرار مذکور اتحاد پس .b = d داشت: خواهیم a = c چون (۱) حالت در کنیم. بررسی را
□ است. برقرار نظر مورد اتحاد لذا است. تناقض یک این و c ∈ a ∈ c داشت

.(a, b) = (c, d) ⇐⇒ (a = c, b = d) آنگاه (a, b) = {{a}, {{a}, b}} اگر .۵ .۳ قضیه

فرض از دیگر طرف اثبات برای است. بدیهی قضیه طرف یک اثبات.

{{a}, {{a}, b}} = (a, b) = (c, d) = {{c}, {{c}, d}}
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داریم: را زیر حالت های

(۱) {a} = {c} و {{a}, b} = {{c}, d}

یا

(۲) {a} = {{c}, d} و {{a}, b}} = {c}

یا

(۳) {a} = {{c}, d} و {{a}, b}} = {c}

□ می رسیم. ۱ اتحاد برقراری به فوق حالت های از هریک که

مرتب زوج تعریف ناممکن حالت های .۴

کوراتوفسکی مرتب زوج تعریف اساس بر که است مرتب زوج برای ممکن تعریف های مطالعه ی ملاک، زیر حالت های در
نیست. برقرار مربوطه نتایج و ۱ اتحاد

(a, b) = {{b}, {a, b}} الف‑
به صورت را J (n) ‑موضعی n تابعی نماد و J(x, y) = {{y}, {x, y}} با را J تابع باید حالت این *در

نهایت در و کرد تعریف J (۱)(x) = x

.J (n+۱)(x۱, x۲, . . . , xn+۱) = J(x۱, (J
(n)(x۲, x۳, . . . , xn+۱)).

داشت: خواهیم دکارتی حاصلضرب مورد در فوق تعریف با

A۱ ×A۲ × . . .×An = (A۱ × (A۲ × . . .×An−۱ ×An))

داریم: زیرا بود؛ خواهد کوراتوفسکی مرتب زوج تعریف نتایج با تناقض در که

A۱ ×A۲ × . . .×An = (A۱ ×A۲ × . . .×An−۱)×An

(a, b) = {{a, b}} ب‑
J (۱)(x) = x به صورت J (n) ‑موضعی n تابعی نماد و J(x, y) = {{x, y}} به صورت J تابع باید حالت این *در

نهایت در و باشند شده تعریف

J (۲)(x۱, x۲) = {{x۱, x۲}} = J (۲)(x۲, x۱)

با تناقض در که ،A۱ × A۲ = A۲ × A۱ است برقرار جابجایی خاصیت دکارتی ضرب مورد در فوق تعریف با
و حد و یک به یک تابع و تابع و رابطه و نداریم جابجایی خاصیت که است کوراتوفسکی مرتب زوج تعریف نتایج

نمی کنند. پیدا معنا مربوطه مطالب سایر و لاپلاس و دیفرانسیل و انتگرال و مشتق و پیوستگی
(a, b) = {a, b} ج‑

به صورت J (n) ‑موضعی n تابعی نماد و J(x, y) = {x, y} با J تابع باید ب حالت مشابه نیز این حالت در *
نهایت در و شوند تعریف J (۱)(x) = x

J (۲)(x۱, x۲) = {x۱, x۲} = {x۲, x۱} = J (۲)(x۲, x۱)
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داشت: خواهد جابجایی خاصیت دکارتی ضرب و

A۱ ×A۲ = A۲ ×A۱

مشتق، پیوستگی، حد، یک به یک، تابع تابع، رابطه، و است کوراتوفسکی مرتب زوج تعریف نتایج با تناقض در که
نمی کنند. پیدا معنا مربوطه مطالب سایر و لاپلاس دیفرانسیل، انتگرال،

(a, b) = {b} یا (a, b) = {a} د‑
در که داشت خواهد جابجایی خاصیت مجموعه دو دکارتی ضرب وج، ب حالت های مشابه نیز این حالت در *
پیوستگی، حد، یک به یک، تابع تابع، رابطه، همچنین است. کوراتوفسکی مرتب زوج تعریف نتایج با تناقض
به صورت باید J تابع نهایت در و نمی کنند پیدا معنا مربوطه مطالب سایر و لاپلاس دیفرانسیل، انتگرال، مشتق،

شود. J(x, y) = {y} یا J(x, y) = {x}
(a, b) = {{a}, {b}} ه‑

با تناقض در که داشت خواهد جابجایی خاصیت مجموعه دو دکارتی ضرب ب، حالت  مشابه نیز این حالت در *
است. کوراتوفسکی مرتب زوج تعریف نتایج

نتیجه .۵

کوارتوفسکی نظر از مرتب زوج تعریف که می گیریم نتیجه بالا، مرتب زوج تعریف ممکن حالت های به بررسی توجه با
بعدی سه معمولی فضای در به خصوص دارد؛ تطابق فضایی مختصات سایر و اقلیدسی فضاهای در مختصات کردن پیدا با
یا ارتفاع را xoy صفحه بر سقوط اندازه می کنیم، رها را نقطه ابتدا جغرافیایی مختصات دستگاه های قراردادهای طبق فیزیکی
تطابق زندگی واقعیت با دیگر حالت های و می شوند اندازه گیری عرض و طول بعدی دو مختصات صفحه در سپس می نامیم، z

.((x, y), z) ̸= (x, (y, z)) داریم زیرا ندارد شرکت پذیری خاصیت دکارتی حاصلضرب به عبارتی ندارند؛
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ملخاصی علی
ایران. تهران، فرهنگیان، دانشگاه ریاضی، گروه

ⅿoⅼkhasi@ⅽfu.aⅽ.ir
در را کارشناسی مدرک ایشان شدند. متولد آذربایجان شرقی استان توابع از اهر شهرستان در ۱۳۵۱ سال در ملخاصی علی دکتر
سال بهمن در کرده اند. اخذ تبریز دانشگاه از جبر شاخه در را ارشد کارشناسی مدرک و ۱۳۷۶ سال در ریاضی دبیری گرایش
ریاضی گروه رسمی علمی هیئت عضو حاضر حال در و کرده اند دفاع خود دکترای رساله از منطق گرایش در تبریز دانشگاه از ۱۳۹۴

می باشند. منطق و جبر لاتیس، شامل ایشان پژوهش و تحقیق حوزه می باشند. دانشیار رتبه با فرهنگیان دانشگاه

عزتی مهسا
ایران. تهران، فرهنگیان، دانشگاه ریاضی، گروه

ⅿahsaezati۳۱۳@gⅿaiⅼ.ⅽoⅿ

ریاضی آموزش رشته کارشناسی مقطع وارد ۱۴۰۰ سال در سراسری آزمون طریق از ایشان می باشند. ۱۳۸۲ متولد عزتی مهسا
می باشند. تبریز فاطمه الزهرا(س) پردیس در تحصیل به مشغول اکنون هم و شدند فرهنگیان دانشگاه
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